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ABSTRAKT
Tato práce se zabývá numerickým řešeńım dynamiky kavitačńı bubliny a chováńım ply-
nového měchýřku sinice. Je vytvořen program pro numerický výpočet dynamiky bublin
pomoćı Rayleigh-Plessetovy rovnice a jej́ıch modifikaćı. Následně jsou zkoumány bub-
liny r̊uzných velikost́ı při r̊uzných budićıch frekvenćıch při akustické kavitaci. Dále je
vytvořen model pro hydrodynamickou kavitaci. Tento model kombinuje CFD výpočet
prouděńı ve Venturiho dýze s výpočtem dynamiky kavitačńı bubliny. Posledńı část se
zabývá chováńım plynových měchýřk̊u sinic v proměnném tlakovém poli a při pr̊uchodu
Venturiho dýzou.
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kavitačńı bublina, Rayleigh-Plessetova rovnice, plynové měchýřky, sinice
ABSTRACT
This thesis deals with the numerical solution of cavitation bubble dynamics and with cya-
nobacteria gas vesicle behaviour. A program for the numerical calculation of bubble dyna-
mics is created using the Rayleigh-Plesset equation and its modifications. Subsequently,
bubbles of different sizes are investigated during acoustic cavitation with various driving
frequencies. Furthermore, a model for hydrodynamic cavitation is created. The model
combines CFD computation of flow in the Venturi nozzle with the cavitation bubble dy-
namics calculation. The last part of the work is dedicated to cyanobacteria gas vesicle
behaviour in a variable pressure field and during passage through the Venturi nozzle.
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1.2 Odvozeńı Rayleigh-Plessetovy rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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Kavitaćı je nazýván jev, při kterém docháźı ke vzniku a zániku kavitačńıch bublin – dutin
v kapalině, latinsky cavitas. Tyto bubliny jsou naplněny parami kapaliny, plynem, nebo
oboj́ım. Kavitace je d̊usledkem poklesu tlaku v kapalině za konstantńı teploty k hodnotě
tlaku nasycených par při př́ıslušné teplotě.
Rozlǐsuj́ı se dva druhy kavitace. Prvńım je hydrodynamická kavitace, která nastává
změnou podmı́nek v kapalině – zvýšeńı rychlosti prouděńı, např. při prouděńı skrz Ventu-
riho dýzu, v úzkých pr̊uchodech (clony, ventily), nebo kolem lopatek hydraulických stroj̊u.
Druhým typem je akustická kavitace. Ta vzniká vyvoláńım tlakových změn akustickým
polem, užit́ım ultrazvukových generátor̊u.
Kavitace je v technické praxi dlouhodobý problém. Již v roce 1895 se ukázala jako
problém u lodńıch šroub̊u. Kromě negativńıch účink̊u, jako poškozeńı materiálu kavitačńı
eroźı nebo hluku, má kavitace i pozitivńı využit́ı. T́ım je např́ıklad pr̊umyslové čǐstěńı
povrchu materiál̊u, odplyňováńı kapalin, dezintegrace suspenźı, čǐstěńı odpadńıch vod
a v neposledńı řadě dezintegrace mikroorganismů. Kavitaci lze také využ́ıt při dopravě
léčiv pomoćı mikrobublin s membránou. [2, 3, 5, 6, 7]
Prvńım, kdo se teoreticky zabýval chováńım bublin v kapalině byl Rayleigh (1917),
který odvodil rovnici pro rychlost částic nekonečně rozlehlé kapaliny, která obklopuje bub-
linu kulového tvaru. V roce 1954 Plesset tuto rovnici rozš́ı̌ril o viskózńı účinky a povrchové
napět́ı. [2, 5]
Tato práce se zabývá numerickým řešeńım dynamiky kavitačńı bubliny a bubliny
obklopené tenkou membránou, pomoćı Rayleigh-Plessetovy rovnice a jej́ıch modifikaćı.











Rayleigh-Plessetova rovnice je odvozena za těchto předpoklad̊u: Je uvažována kulová bub-
lina o poloměru R(t), kde t je čas. Bublina se nacháźı v nekonečně rozlehlé kapalině
o konstantńı teplotě T∞ a proměnném tlaku p∞(t). Kapalina je nestlačitelná a gravitace
je zanedbána. Teplotńı gradienty a vnitřńı zdroje tepla nejsou uvažovány. Naopak tlak
p∞(t) je známý a př́ımo ovlivňuje r̊ust a kolaps bubliny. Dále hustota kapaliny ρL a jej́ı
dynamická viskozita µL jsou považovány za konstantńı. Také se předpokládá, že bub-
lina je vyplněna plynem nebo sytou parou kapaliny a jej́ı rozložeńı je v objemu bubliny
homogenńı a teplota TB(t) a tlak pB(t) uvnitř bubliny jsou v celém objemu stejné. [1]
Výsledkem výpočtu je poloměr bubliny R(t). Jak je znázorněno na obr. 1.1, vzdálenost
od středu kulové bubliny v radiálńım směru je značena r. S tou souviśı radiálńı rychlost












Obrázek 1.1: Schéma kulové bubliny v nekonečně rozlehlé kapalině [1, upraveno]
Následuj́ıćı kapitoly 1.1 a 1.2 čerpaj́ı z [1] a [2].
1.1 Okrajové a počátečńı podmı́nky
Pro odvozeńı RP rovnice je nutné zavést okrajové podmı́nky na povrchu bubliny. Jelikož
je přenos hmoty přes rozhrańı bubliny zanedbán, rychlost kapaliny na rozhrańı u(R, t) je
rovna rychlosti rozhrańı Ṙ = dR/dt.
Bude uvažován kontrolńı objem, tvořený malou, nekonečně tenkou vrstvou, obsahuj́ıćı
část rozhrańı (obr. 1.2). Rovnováha tlak̊u p̊usob́ıćıch na tuto vrstvu v radiálńım směru je:









Normálové napět́ı je dáno vztahem (1.2):

















Obrázek 1.2: Detail povrchu kulové bubliny [1, upraveno]
kde p(R, t) je tlak na rozhrańı bubliny a µL je dynamická viskozita kapaliny. Posledńı člen









Pro tlak pB uvnitř bubliny plat́ı:
pB = pv + pg(t), (1.4)
kde pv je tlak sytých par při dané teplotě a pg(t) je parciálńı tlak plynu uvnitř bubliny.







Tento vztah bude odvozen v kapitole 1.5. Předpokládá se, že v bublině prob́ıhá adiabatický
děj. V mocnině tedy vystupuje Poissonova konstanta κ, která je definována jako poměr
tepelných kapacit plynu při stálém tlaku a objemu cpg/cvg.
Z rovnice (1.2) je za využit́ı rovnic (1.1), (1.3), (1.4) a (1.5) vyjádřen tlak p̊usob́ıćı na
rozhrańı kavitačńı bubliny:











Ve velké vzdálenosti od bubliny se předpokládá, že je kapalina v klidu, tedy u(∞, t)→0
a tlak p(∞, t) (jinak značeno p∞(t)) je znám.
Pro počátečńı podmı́nky, kdy se předpokládá, že bublina je v rovnováze (R = R0)
a rychlost jej́ıho povrchu je nulový (Ṙ(0) = 0), plat́ı následuj́ıćı rovnice:




kde p∞0 je počátečńı tlak daleko od bubliny, který je znám. Z rovnice (1.7) lze vyjádřit
vztah pro výpočet počátečńıho parciálńıho tlaku plynu uvnitř bubliny:







1.2 Odvozeńı Rayleigh-Plessetovy rovnice
Ze zákona zachováńı hmoty pro nestlačitelnou kapalinu vyplývá:




V tomto konkrétńım př́ıpadě je viskózńı člen z Navier-Stokesovy rovnice nulový. Proto




























Integraćı podle poloměru v intervalu od R po ∞ a uvažováńım podmı́nek v nekonečnu










































Řešeńım této rovnice je pr̊uběh poloměru R(t) při zadaném p∞(t). Vynecháńım povr-
chového napět́ı a viskózńıho členu se źıská rovnice, jak ji odvodil Rayleigh (1917). Plesset
(1949) rovnici (1.14) poprvé aplikoval na problém pohybuj́ıćıch se kavitačńıch bublin.
1.3 Rayleigh̊uv čas
Rayleigh̊uv čas, τ , je charakteristický čas prvńıho kolapsu bubliny, při užit́ı Rayleigh-



















1.4 Vlastńı frekvence bubliny [15]
Dı́ky elastickému chováńı nekondenzuj́ıćıch plyn̊u uvnitř bubliny se bublina chová jako
oscilátor, který má určitou vlastńı frekvenci. Předpokladem je, že tlak p∞ osciluje ko-
lem rovnovážného tlaku p∞0 s úhlovou rychlost́ı ω a malou amplitudou δp podle vztahu
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Bc. Filip Münster
Diplomová práce












∼= −δp sin ωt (1.17)













1.5 Podmı́nky uvnitř bubliny
Ze známého poloměru bubliny v čase R(t) lze dopoč́ıtat tlak pB a teplotu TB uvnitř bub-
liny. Jak bylo uvedeno výše, předpokládá se, že uvnitř kulové bubliny prob́ıhá adiabatický
děj.
1.5.1 Tlak uvnitř bubliny
Při výpočtu tlaku uvnitř bubliny se vyjde z rovnice adiabaty: [21]













kde indexy 1, 2 označuj́ı počátečńı a koncový stav plynu. Dosazeńım vztahu pro objem
koule (V = 4
3






















Stejným zp̊usobem je odvozen vztah pro parciálńı tlak plynu uvnitř bubliny (1.5).
1.5.2 Teplota uvnitř bubliny
Aby bylo možné z rovnice adiabaty źıskat rovnici pro teplotu uvnitř bubliny, je nutné
nejprve znát vztah mezi teplotou, objemem a tlakem. Tyto stavové veličiny jsou dány
stavovou rovnici ideálńıho plynu: [21]
pV = mrT, → pV
T
= mr = konst., (1.22)
kde m je hmotnost a r měrná plynová konstanta. Úpravami této rovnice se źıská mezi







Tento vztah je následně dosazen do rovnice (1.19) a po úpravě a přepsáńı index̊u je źıskána










2 Modifikace Rayleigh-Plessetovy rovnice
Rayleigh-Plessetova rovnice je odvozena pro nestlačitelnou kapalinu, pro kterou plat́ı, že
rychlost zvuku v této kapalině c je nekonečně velká. Ovšem pro velké rychlosti, řádově
srovnatelné s rychlost́ı zvuku, nemůže být stlačitelnost kapaliny ignorována, jelikož má
velký vliv na konečné stádium kolapsu bubliny. [23]
Herring (1941) zavedl korekci prvńıho řádu pro stlačitelnost kapaliny za předpokladu,
že Machovo č́ıslo (Ma = Ṙ/c∞) je mnohem menš́ı než 1. Gilmore (1952) odvodil model,
který zahrnuje stlačitelnost okolńıho média a předpokládá, že rázové vlny se v kapalině š́ı̌ŕı
rychlost́ı zvuku. Dále byla odvozena řada daľśıch modifikaćı Rayleigh-Plessetovy rovnice.
Z těchto daľśıch model̊u je ńıže uveden Keller-Miksis̊uv (1980) a Tomita-Shima (1977).
[1, 2, 17]
Na obr. 2.1 a 2.2 jsou znázorněny výsledky Herringa (1941) a Gilmora (1952) v po-
rovnáńı s Rayleigh-Plessetovou rovnićı. Lze vidět, že se zmenšuj́ıćım se poloměrem roste























Obrázek 2.1: Závislost Machova č́ısla při kolapsu bubliny na jej́ım poloměru. Porovnáńı
Gilmorova, Herringova a Rayleigh-Plessetova modelu.[2]
2.1 Herring̊uv model
Tento model je zobecněńım Rayleigh-Plessetovy rovnice, který zahrnuje ńızkou stlačitelnost
kapaliny. Rychlost zvuku v kapalině se předpokládá, že je konstantńı, tj. c = c∞ = konst.
Tento model plat́ı pouze pro nižš́ı rychlosti Ṙ. Pokud rychlost Ṙ dosáhne řádově stejné
velikosti jako rychlost zvuku c, stává se tento model nedostačuj́ıćı, z d̊uvodu velkého





























kde P ≡ p(R, t) je tlak p̊usob́ıćı na rozhrańı bubliny, dán vztahem (1.6). Lze vidět, že pro
c∞→∞ se rovnice (2.1) zredukuje na Rayleigh-Plessetovu rovnici (1.14). [2, 14]
- 17 -
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Obrázek 2.2: Čas kolapsu bubliny pro Gilmor̊uv, Herring̊uv a Rayleigh-Plesset̊uv model.
[2]
V této rovnici vystupuje i derivace tlaku na povrchu bubliny podle času. Tato rovnice
















Herring̊uv model je vhodný pro malé a středńı amplitudy oscilace bublinAB ≤ 4,5 , kde
AB je definováno jako poměr maximálńıho (Rmax) a počátečńıho (R0) poloměru bubliny,
zat́ımco Rayleigh̊uv model je vhodný pro AB ≤ 2. [14]
2.2 Gilmor̊uv model
Gilmor̊uv model je vhodný i pro největš́ı amplitudy oscilace bubliny. Je druhého řádu
přesnosti. V tomto modelu neńı rychlost zvuku c v kapalině považována za konstantńı,








kde B a n jsou konstanty z Taitovy stavové rovnice pro kapalinu. [14]













. Pro vodu maj́ı konstanty hod-




Daľśı veličina, která v tomto modelu vystupuje, je rozd́ıl entalpíı kapaliny při tlaku















Na rozhrańı bubliny (r = R) se dosad́ı do rovnic (2.3) a (2.5) tlak p=P . Potom se c a h


























































Pro malé odchylky P od p∞(t) se z (2.6) stane rovnice, která se od (2.1) lǐśı pouze
počtem korekčńıch výraz̊u (1− Ṙ/c∞). [14]
2.3 Keller-Miksis̊uv model
Tento model zahrnuje stlačitelnost a viskozitu okolńı kapaliny, š́ı̌reńı zvuku a povrchové
napět́ı. Je vhodný i pro velké amplitudy budićıho tlaku. Pohybová rovnice tohoto modelu
























Model Tomita-Shima je, stejně jako výše uvedené modely, odvozený pro kulovou bub-
linu ve viskózńı stlačitelné kapalině. Zohledňuje hustotu plynu uvnitř bubliny a účinky
stlačitelnosti kapaliny na změnu poloměru bubliny, rychlost jej́ıho povrchu a tlaku na
















































3 Mikrobubliny s membránou
V předchoźıch dvou kapitolách byly uvedeny pohybové rovnice pro kulové bubliny, jejichž
rozhrańı je tvořeno pouze povrchovým napět́ım. Tato část se bude zabývat bublinami, ve
kterých je plyn obklopen nav́ıc tenkou elastickou membránou.
Mikrobubliny s membránou lze využ́ıt např́ıklad v lékařstv́ı jako tzv. ultrazvukové
kontrastńı prostředky (UKP). Lze je využ́ıt např́ıklad k dopravě léčiv a gen̊u, nebo v so-
nografii, kdy pomáhaj́ı vylepšit kontrast krevńıch cév. Typickým UKP je plynová bublina
o pr̊uměru 1 až 5 µm obalená membránou. Membrána může být vyrobena z albuminu,
lipidu, nebo polymeru. Nı́zká hustota a vysoká stlačitelnost plynového jádra dovoĺı bub-
lině oscilovat a to vede k unikátńı nelineárńı charakteristice. Dı́ky ńı které je možné UKP
odlǐsit od okolńı tkáně. Jakmile UKP doraźı po nitrožilńı injekci na určené mı́sto v těle,
je pomoćı řady ultrazvukových pulz̊u s tlakovou amplitudou v řádu megapascal̊u doćıleno
akustické kavitace a intenzivńı oscilace, nebo rozpadnut́ı UKP. T́ımto je léčivo, které může
být umı́stěno bud’to uvnitř UKP a nebo připojeno k jeho povrchu, uvolněno na určeném
mı́stě. Kolabuj́ıćı UKP může také vylepšit propustnost tenkých cév. [4, 16]
Daľśı oblast́ı, kde se objevuj́ı bubliny obklopené membránou, jsou sinice. Ty jsou dobře
známými producenty toxin̊u a mohou být vysoce toxické pro široké spektrum organismů,
včetně člověka. Buňky sinic obsahuj́ı plynové měchýřky, které jim umožňuj́ı regulovat
jejich vertikálńı pozici v kapalině. Tyto měchýřky jsou vyplněny plynem a jejich stěna je
tvořena proteinem GvpA, který tvoř́ı jednovrstevnou stěnu. [3, 18, 19]
Existuje několik zp̊usob̊u, jak sńıžit množstv́ı sinic ve vodńıch nádrž́ıch. Nejlepš́ım
řešeńım by bylo omezeńı př́ısunu živin sinic. To je ovšem pro povrchové vody téměř
nemožné. Nejběžněǰśı metodou ničeńı sinic je aplikace chemikálíı. Ty ale maj́ı negativńı
dopad i na ostatńı organismy ve vodě. Jiným zp̊usobem může být nasazeńı ryb, živ́ıćıch
se sinicemi. Daľśı možnost́ı je fyzikálńı ošetřeńı vody za využit́ı kavitace. Při kavitaci
jsou sinice a jejich plynové měchýřky vystaveny vysokým tlak̊um a teplotám a t́ım dojde
k jejich zničeńı. Je dokázáno, že k ničeńı plynových měchýřk̊u sinic je účinná jak akustická,
tak hydrodynamická kavitace. Experimentálně zjǐstěná účinnost hydrodynamické kavitace
se pohybuje od 47,86 do 97,19 % pro 1–18 kavitačńıch cykl̊u. [18]
3.1 Vlastnosti plynových měchýřk̊u sinic [3]
Plynové měchýřky sinic, předevš́ım druhu Microcystis aeruginosa, který je v ČR velmi
rozš́ı̌rený, maj́ı tvar dutých válc̊u s kónickými konci. Každý druh sinic má typický pr̊uměr
těchto válc̊u, ale jejich délka se pohybuje v rozmeźı 100 až 800 nm nebo v́ıce pro každý
druh. Plynové měchýřky zachycené elektronovým mikroskopem jsou zobrazeny na obr. 3.1.
a b
Obrázek 3.1: Sńımky plynových měchýřk̊u z elektronového mikroskopu (zvětšeńı
150 000×). a Anabaena flos-aquae, b Halobacterium salinarum [20]
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Plynové měchýřky maj́ı tuhou strukturu, která podléhá malému zmenšeńı objemu při
relativně malém zvýšeńı tlaku, ale při vysokých tlaćıch dojde k jejich prasknut́ı. Všechny
základńı vlastnosti, které poskytuje prostor naplněný plynem – zejména vztlak, jsou prask-
nut́ım měchýřk̊u ztraceny. Kritický tlak se pro r̊uzné organismy výrazně lǐśı. Jedná se
o nejmenš́ı možný rozd́ıl tlak̊u uvnitř a vně plynového měchýřku, při kterém dojde ke
kolapsu.
Jeho hodnota se pohybuje od 0,1 MPa u halobakterie do 3,5 MPa u oceánických sinic
Trichodesmium thiebautii a je závislá na pr̊uměru měchýřk̊u. Tato závislost je vyobrazena
na obr. 3.2. V tabulce 3.1 jsou uvedeny hodnoty kritického tlaku a tlaku uvnitř měchýřk̊u
vybraných druh̊u sinic.


















Obrázek 3.2: Závislost kritického tlaku na pr̊uměru plynového měchýřku [3]
Tabulka 3.1: Kritický tlak a tlak uvnitř plynových měchýřk̊u vybraných druh̊u sinic. [3]
Druh sinice Kritický tlak Tlak uvnitř plynového měchýřku
pc (MPa) ppm (MPa)
Anabaena flos-aquae 0,60 0,43
Dactylococcopsis salina 0,33 0,08
Microcystis sp. 0,76 0,32
Oscillatoria agardhii 0,99 0,38
Pr̊uměr plynových měchýřk̊u lze stanovit pomoćı elektronového mikroskopu měřeńım
zkolabovaných měchýřk̊u. Pro r̊uzné sladkovodńı sinice se pr̊uměr pohybuje od 62 nm pro
sinice Oscillatoria agardhii do 84 nm u sinic Anabaena flos-aquae. Plynové měchýřky
ještě větš́ıho pr̊uměru byly nalezeny u dvou halofilických sinic – 109 nm (Dactylococcop-
sis salina) a 117 nm (Aphanothece halophytica). Naopak nejužš́ı měchýřky, 45 nm, byly




Tloušt’ka stěny může být analyzována např́ıklad pomoćı rentgenové krystalografie. Pro
sinice Halobacterium halobium je tloušt’ka stěny 2 nm a pro Anabaena flos-aquae 1,95 nm.
3.1.1 Mechanické vlastnosti plynových měchýřk̊u
Stlačitelnost plynového měchýřku je určená dvěma elastickými vlastnostmi proteinu, který
tvoř́ı stěnu: modul pružnosti v tahu E a Poissonova konstanta ν. Pro protein plynových
měchýřk̊u sinic Microcystis je hodnota E= 3,8 GPa. O něco nižš́ı hodnota, 2,8 GPa, byla
zjǐstěna pro sinice Anabaena. Hodnota Poissonovy konstanty neńı známá. Walsby [3] na-
vrhuje použit́ı hodnoty ν=0,33 jako hodnoty obvyklé pro běžné materiály.
3.2 Model pro mikrobubliny s membránou
V modelu, popisuj́ıćım dynamiku bubliny s membránou, muśı být zahrnuty i vlastnosti
membrány. Těmito vlastnostmi jsou tloušt’ka membrány (δS = R20 − R10), jej́ı hustota
ρS, modul pružnosti ve smyku GS a viskozita µS. Dále zde vystupuje i modul pružnosti
ve smyku pro prostřed́ı, ve kterém se bublina nacháźı GL. Pokud bublina osciluje v New-
tonské kapalině, GL = 0. Pro jiná prostřed́ı, např́ıklad měkkou tkáň v těle, je GL nenulový.
Výpočet tlaku a teploty vycháźı v tomto př́ıpadě z van der Waalsovy stavové rovnice.


























kde b je van der Waalsova konstanta plynu uvnitř bubliny a Vm molárńı objem.
Zde uvedený model Qin-Ferrara (2010) vycháźı z Keller-Miksisovy rovnice (2.8). Tento
model zahrnuje vliv stlačitelnosti kapaliny, okolńı tkáň a membránu bubliny. Pohybová







































































































kde R1 = (R
3
2 − VS)1/3 a VS = R320 −R310.
Pokud R20 = R10, bude se jednat o plynovou bublinu bez membrány, která osciluje
v měkké tkáni. Pro př́ıpad, kdy R20 = R10 a GL = 0, se rovnice (3.3) zredukuje na rovnici
(2.8) a bude se jednat o bublinu osciluj́ıćı ve viskózńı Newtonské kapalině.
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3.3 Vlastńı frekvence mikrobubliny s membránou
Obdobně jako v př́ıpadě bubliny bez membrány lze linearizaćı pohybové rovnice źıskat
vlastńı frekvenci bubliny s membránou. Ta je v porovnáńı s (1.18) vyšš́ı vlivem modulu
pružnosti ve smyku membrány GS. Vztah pro výpočet vlastńı frekvence mikrobubliny

















4 Numerické metody pro řešeńı RP rovnice
Rayleigh-Plessetova rovnice a jej́ı modifikace jsou nelineárńımi diferenciálńımi rovnicemi
druhého řádu, které nelze řešit analyticky. Je nutné přistoupit k řešeńı za pomoci nume-
rických metod.
Těchto metod pro řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic (ODR) existuje celá řada.
V této kapitole budou některé z nich popsány se zaměřeńım na ty, které jsou implemen-
továny v programu Matlab.
Tato kapitola čerpá předevš́ım ze zdroj̊u [8], [10] a [11]. Matematické symboly už́ıvané
v této kapitole nejsou zahrnuty v Seznamu použitých zkratek a symbol̊u, ale jsou vysvětleny
př́ımo v textu.
4.1 Počátečńı problém pro ODR
Řešeńı diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu spoč́ıvá v určeńı funkce y(t), která vyhovuje
diferenciálńı rovnici
y′(t) = f(t, y(t)) (4.1)
a splňuje počátečńı podmı́nku
y(a) = η. (4.2)
Jestliže je v okoĺı D bodu [a, η] funkce f(t, y) spojitá a splňuje v tomto okoĺı Lipschitzovu
podmı́nku1, pak bodem [a, η] procháźı jediné řešeńı y(t) rovnice (4.1).
Počátečńı problém pro ODR řádu d,
y(d)(t) = F (t, y(t), y′(t), . . . , y(d−1)(t)) (4.3)
s počátečńımi podmı́nkami
y(a) = η1, y
′(a) = η2, . . . , y
(d−1)(a) = ηd (4.4)
lze snadno převést na počátečńı problém pro d rovnic řádu prvńıho:
y′1(t) = y2(t), y1(a) = η1,
y′2(t) = y3(t), y2(a) = η2,
...
...
y′d−1(t) = yd(t), yd−1(a) = ηd−1,
y′d(t) = F (t, y1(t), y2(t), ... yd(t)), yd(a) = ηd,
kde y1(t) = y(t), y2(t) = y
′(t), . . . , yd(t) = y
(d−1)(t). Jelikož je RP rovnice ODR druhého
řádu, bude tohoto při řešeńı využito.
Numerické řešeńı počátečńı úlohy spoč́ıvá ve výpočtu přibližných hodnot hledaného
řešeńı y(t) v bodech tn, dostatečně hustě pokrývaj́ıćı interval řešeńı 〈a, b〉 rozdělený na Q
bod̊u (uzl̊u). Numerickou metodou pro řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2) je potom předpis
pro výpočet aproximaćı y1, y2, . . . , yQ funkce v jednotlivých uzlech. Hodnota y0 = η je
rovna přesné hodnotě z počátečńı podmı́nky.
1Lipschitzova podmı́nka: Funkce f(t, y) splňuje Lipschitzovu podmı́nku, jestliže existuje konstanta L,
pro kterou plat́ı |f(t, u)− f(t, v)| ≤ L|u− v| ∀ [t, u] , [t, v] ∈ D.
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Jedná se o nejjednodušš́ı numerické metody, které Euler publikoval ve svých pracech
v letech 1768 až 1770.
4.2.1 Explicitńı Eulerova metoda
Explicitńı Eulerova metoda (EE metoda) je definována předpisem
yn+1 = yn + hf(tn, yn) (4.5)
kde h je délka kroku. Explicitńı se nazývá proto, že výpočet yn+1 je dán explicitńım
vzorcem: hodnota yn+1 je źıskána dosazeńım známé hodnoty yn do pravé strany rovnice
(4.5).
Diskretizačńı chyby. Přesnost numerické metody se měř́ı na základě lokálńı diskre-
tizačńı chyby (anglicky local trunctation error). Je to chyba, které je dosaženo v jednom
kroku metody, za tzv. lokalizačńıho předpokladu, že yn = y(tn), tedy že yn je přesné řešeńı
počátečńı úlohy. Pro EE metodu je lokálńı diskretizačńı chyba lten dána vztahem:
lten = y(tn+1)− y(tn)− h f(tn, y(tn)). (4.6)
Ta ovšem při reálném výpočtu nevzniká, jelikož lokalizačńı předpoklad neńı splněn. Pro
praktické účely, jako např. ř́ızeńı délky kroku se pracuje s tzv. lokálńı chybou (anglicky
local error). Je to chyba, která vzniká při reálném výpočtu mezi dvěma kroky. Je defi-
nována:
len = un(tn+1)− yn+1, (4.7)
kde un(t) je tzv. lokálńı řešeńı počátečńıho problému
u′n(t) = f(t, un(t)), un(tn) = yn. (4.8)
Při dostatečně malém kroku h je rozd́ıl mezi těmito chybami zanedbatelný.
Hromaděńım lokálńıch chyb vzniká globálńı diskretizačńı chyba
en = y(tn)− yn. (4.9)
Globálńı diskretizačńı chyba je úměrná velikosti kroku h. V př́ıpadě rovnoměrného rozděleńı
plat́ı, že
|en| = |y(tn)− yn| ≤ C h, n = 0, 1, . . . , Q, (4.10)
kde C je konstanta nezávislá na h. Skutečnost, kterou vyjadřuje vztah (4.10) lze vyjádřit
tvrzeńım, že globálńı diskretizačńı chyba EE metody je řádu O(h), neboli EE metoda je
řádu 1. Řád metody udává také rychlost konvergence řešeńı.
Numerické metody vyšš́ıch řád̊u dávaj́ı přesněǰśı výsledky než metody nižš́ıch řád̊u.
Stabilita. Pro numerické metody je možné odvodit oblast absolutńı stability, tedy ob-
last, ve které je metoda při daném kroku stabilńı a řešeńı zkonverguje.
Tato oblast se zjǐst’uje za pomoci tzv. testovaćı úlohy:




kde λ < 0 je daná konstanta. Přesné řešeńı této funkce je y(t) = eλt. Tato funkce je
klesaj́ıćı a plat́ı, že eλt → 0 pro t → ∞. Pro numerické řešeńı muśı tedy platit podmı́nka
stability
yn → 0 pro tn = nh→∞. (4.12)
Řešeńı testovaćı úlohy užit́ım EE metody je následuj́ıćı:
yn+1 = yn + hλyn = (1 + hλ)yn = · · · = (1 + hλ)n+1y0. (4.13)
Proto, aby platilo (4.12), muśı být splněno
|1 + hλ| < 1. (4.14)
Za přepokladu, že λ je komplexńı č́ıslo, je pro EE metodu oblast absolutńı stability
dána jednotkovým kruhem |z+1| < 1 v komplexńı rovině se středem v bodě [−1, 0]. Jinak
řečeno EE metoda je absolutně stabilńı pro λ a h taková, pro která plat́ı vztah (4.14).
Tvar a velikost oblasti absolutńı stability je společně s řádem metody základńı cha-
rakteristikou kvality numerické metody. Z tohoto pohledu EE metoda neńı př́ılǐs kvalitńı,
jelikož je pouze řádu 1 a oblast absolutńı stability je malá. Z těchto d̊uvod̊u se často pro
výpočty ODR nepouž́ıvá.
Tuhost problému. Jestliže je tuhý problém řešen explicitńı metodou, je výpočet ne-
efektivńı a pro pevnou délku kroku se dostává řešeńı, které často osciluje a explozivně
roste. Při použit́ı automatického ř́ızeńı délky kroku lze problém vyřešit, ale za cenu toho,
že je použita velmi malá délka kroku.
4.2.2 Implicitńı Eulerova metoda
Předpis implicitńı Eulerovy (IE) metody je následuj́ıćı:
yn+1 = yn + hf(tn+1, yn+1). (4.15)
Jedná se o metodu podobnou EE. Rozd́ılem je, že argumentem funkce f(t, y) je neznámá
yn+1. Tu je nutné źıskat pomoćı vhodné iteračńı metody. Toto se jev́ı oproti EE metodě
jako nevýhoda.
Řád této metody je stejně jako u EE 1. Výhodou oproti EE metodě je naopak obrovská
oblast absolutńı stability. Je to celý vněǰsek |z − 1| > 1 jednotkového kruhu v komplexńı
rovině se středem v bodě [1, 0]. Podmı́nka stability (4.12) délku kroku této metody tedy
nijak neomezuje.
Porovnáńı oblast́ı absolutńı stability těchto dvou metod je znázorněno na obr. 4.1.
4.2.3 Lichoběžńıková metoda
Tato metoda se źıská jako aritmetický pr̊uměr metod EE a IE:
yn+1 = yn +
1
2
h [f(tn, yn) + f(tn+1, yn+1)] . (4.16)
Jedná se tedy o implicitńı metodu a je řádu 2. Oblast́ı absolutńı stability této metody
je celá záporná polorovina komplexńı roviny. V Matlabu je lichoběžńıková metoda imple-
mentována jako funkce ode23t.
- 27 -
Energetický ústav
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Obrázek 4.1: Oblast absolutńı stability (označena b́ıle) pro EE metodu (vlevo) a IE
metodu (vpravo). [8]
4.3 Runge-Kuttovy metody
S myšlenkou rozš́ı̌rit Eulerovu metodu o možnost v́ıcero výpočt̊u derivace v jednom kroku,
za účelem vyšš́ı přesnosti, přǐsel Runge (1895). Dále k této myšlence přispěli Heun (1900)
a Kutta (1901). Zájem o tyto metody se rozvinul s nástupem digitálńıch poč́ıtač̊u. Runge-
-Kuttovy (RK) metody jsou jednoduše programovatelné a jsou nejpouž́ıvaněǰśımi meto-
dami pro řešeńı počátečńıho problému. [8, 12]
Obecný tvar s-stupňové explicitńı RK metody je
yn+1 = yn + h(b1k1 + b2k2 + · · ·+ bsks), (4.17)
kde koeficienty ki, i = 1, 2, . . . , s, jsou určeny předpisem
k1 = f(tn, yn),
k2 = f(tn + hc2, yn + ha21k1),
k3 = f(tn + hc3, yn + h(a31k1 + a32k2)), (4.18)
...
ks = f(tn + hcs, yn + h(as1k1 + as2k2 + · · ·+ as,s−1ks−1)),
a kde bi, ci a aij jsou konstanty definuj́ıćı konkrétńı metodu. Při řešeńı jsou vypočteny
jednotlivé koeficienty k1 . . . ks, dosazeny do (4.17) a t́ım se źıská hodnota yn+1. RK metody
jsou jednokrokové – pro výpočet yn+1 je třeba znát jen yn.
Konkrétńı RK metoda je tedy definována stupněm s a konstantami ci, bi, aij. Tyto
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RK metoda řádu p ≥ 1 má globálńı diskretizačńı chybu O(hp). Jak vyplývá z (4.19),
s-stupňové metody řádu s existuj́ı jen pro 1 ≤ s ≤ 4:
p(s) = s pro s = 1, 2, 3, 4 p(8) = 6,
p(5) = 4, p(9) = 7, (4.19)
p(6) = 5, p(s) ≤ s− 2 pro s ≥ 10,
p(7) = 6,
kde p(s) je maximálńı dosažitelný řád s-stupňové metody.
Řı́zeńı délky kroku. Výhodou RK metod je možnost ř́ızeńı délky kroku. To umožňuje
provedeńı výpočtu s použit́ım co nejmenš́ıho počtu krok̊u, ale zároveň je zachována do-
statečná přesnost. Tato délka je stanovena na základě odhadu estn velikosti lokálńı chyby
len tak, aby tato chyba odpov́ıdala přibližně hodnotě tolerance ε, která je vstupem pro
výpočetńı program. Výsledkem ř́ızeńı délky kroku je, že v mı́stech, kde je pr̊uběh funkce
klidný, se použije větš́ı časový krok, naopak v mı́stech vysokého gradientu funkce se krok
výpočtu snižuje.
Odhad lokálńı chyby je založen na použit́ı dvou vhodně zvolených metod, které jsou
řádu p a řádu p + 1. Z výchoźı hodnoty yn je vypočtena přesněǰśı metodou y
∗∗
n+1 a méně
přesnou metodou y∗n+1. Odhad lokálńı chyby je poté
estn = y
∗∗
n+1 − y∗n+1. (4.20)





se toto použit́ı metod s lokálńı extrapolaćı. Tento postup je upřednostňován. V opačném
př́ıpadě, kdy yn+1 = y
∗
n+1, se jedná o použit́ı bez lokálńı extrapolace. Tento odhad lokálńı
chyby je použit v algoritmu pro ř́ızeńı délky kroku.






cs as1 as2 . . .
b∗1 b
∗





2 . . . b
∗∗
s
E1 E2 . . . Es
kde Ej = b
∗∗
j − b∗j , j = 1, 2, . . . , s.
Na obr. 4.2 je znázorněna oblast stability explicitńıch RK metod pro řád 1-5.
V daľśım textu budou uvedeny explicitńı Runge-Kuttovy metody, které jsou imple-
mentovány v programu Matlab:
4.3.1 Bogacki-Shampine metoda
Tato metoda, zkráceně BS32 (kde prvńı č́ıslo znač́ı řád metody a druhé řád pomocné
metody), je řádu 3. Jedná se o jednokrokovou metodu a použ́ıvá se jako metoda s lokálńı
extrapolaćı. V Matlabu je implementována jako funkce ode23.
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Obrázek 4.2: Oblast stability explicitńıch RK metod řádu 1–5 [8]






































V př́ıpadě hrubých toleranćı a pro středně tuhé problémy je obvykle účinněǰśı, než metoda
DP54. [9, 10]
4.3.2 Dormand-Prince metoda
Zkráceně DP54, v Matlabu implementována jako ode45. Je řádu 5, má tedy nejvyšš́ı řád
z RK metod, které jsou v programu Matlab použ́ıvány. Jedná se o jednokrokovou metodu.

























































































Jedná se o implicitńı mnohakrokovou metodu. Přibližné řešeńı yn+1 v uzlu tn+1 je tedy
źıskáno pomoćı dř́ıve spočtených aproximaćı yn, yn−1, yn−2, . . . a odpov́ıdaj́ıćıch hodnot
f(tn, yn), f(tn−1, yn−1), f(tn−2, yn−2), . . . pravé strany diferenciálńı rovnice. Při výpočtu
se měńı jak délka kroku, tak řád metody. V Matlabu je nazývána jako funkce ode113
a použitý řád metody je 1 až 12. [10]
Jej́ı použit́ı je vhodné pro výpočty s př́ısnou toleranćı a pro výpočetně náročné ODE.
[9]
4.5 Metody pro řešeńı tuhých problémů
Pro řešeńı tuhých problémů je nutné použ́ıt numerické metody s neomezenou oblast́ı
absolutńı stability. V Matlabu jsou tyto metody zastoupeny funkcemi ode15s, ode23s,
ode23t a ode23tb.
Funkce ode15s je založena na metodách zpětného derivováńı. Tyto metody maj́ı neo-
mezenou oblast absolutńı stability, jsou implictńı a jsou to metody mnohakrokové. V Matlabu
funkce ode15s voĺı optimálńı délku kroku i řád metody (1-5). Pokud funkce ode45 selhává,
nebo je neúčinná a dá se předpokládat, že problém je tuhý, je vhodné použ́ıt k řešeńı tuto
metodu. [9, 10]
Funkce ode23s, ode23t, ode23tr jsou vhodné pro řešeńı tuhých problémů, u kterých
nejsou vysoké nároky na přesnost řešeńı. Použ́ıvaj́ı metody druhého řádu a jejich výhoda
oproti ode15s je ve vyšš́ı efektivitě (účinnosti) řešeńı. [9, 13]
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5 Bublina v proměnném tlakovém poli
Rayleigh-Plessetova rovnice a jej́ı modifikace uvedené v kapitole 2 byly naprogramovány
v programu Matlab pro řešeńı dynamiky kavitačńı bubliny v proměnném tlakovém poli.
Vstupńı parametry potřebné pro výpočet jsou uvedeny v následuj́ıćı tabulce:
Tabulka 5.1: Vstupńı parametry pro výpočet chováńı bubliny v proměnném tlakovém
poli
Název parametru Symbol Typická hodnota
Počátečńı poloměr bubliny R0 5 µm
Bud́ıćı frekvence f 10 kHz
Amplituda budićıho tlaku pa 240 kPa
Čas výpočtu t0–tmax 0–1 ms
Počátečńı teplota T0 293,15 K
Počátečńı tlak daleko od bubliny p∞0 101,325 kPa
Hustota vody ρ 998,206 kg.m-3
Tlak sytých par pv 2339,215 Pa
Povrchové napět́ı σ 73,736 mN.m-1
Dynamická viskozita µ 0,001 Pa.s
Poissonova konstanta κ 1,4
Rychlost zvuku ve vodě c∞ 1500 m.s
-1
Konstanty Taitovy B 304,9 MPa
stavové rovnice n 7,15
Hodnoty ρ, pv a µ jsou vypočteny na základě zadané teploty a tlaku kapaliny pomoćı
matlabovského programu IAPWS IF97 functional form with no slip [25], který je založen
na dokumentech Mezinárodńı asociace pro vlastnosti vody a páry IAPWS. Povrchové
napět́ı vody je vypočteno z rovnice (5.1) [26]:
σ = Bτµ(1 + bτ), (5.1)





5.1 Výběr numerické metody
RP rovnice a jej́ı modifikace jsou z hlediska numerického řešeńı náročné. To zejména kv̊uli
vysokým rychlostem ve fázi kolapsu bubliny. Jelikož v čase t = τ nastává singularita (viz











Obrázek 5.1: Pr̊uběh R a Ṙ během kolapsu bubliny [2]
Pro výpočet je tedy zásadńı výběr správné numerické metody, jej́ımž ćılem je co nejpřesněǰśı
řešeńı. Nejtěžš́ım úkolem je správně simulovat kolaps a opětovné zvětšeńı bubliny z jej́ıho
nejmenš́ıho poloměru. Kritéria, která by měla numerická metoda splňovat jsou:
• proměnný časový krok
• vyšš́ı řád přesnosti
• ńızká výpočtová náročnost
• schopna výpočtu co nejbĺıže k singularitě
Z funkćı implementovaných v Matlabu (uvedené v kap. 4) by tato kritéria měly splňovat
dvě metody ode45 a ode113. Jelikož neexistuje analytické řešeńı RP rovnice, podle kterého
by bylo možné posoudit přesnost řešeńı, Alehossein [24] při řešeńı podobného problému
testoval numerické metody na základě jejich úspěšnosti při integrováńı ODR druhého řádu
d2y
dx2
= 2 tan(x) + 2 tan3(x), (5.2)
která má s počátečńımi podmı́nkami y(0) = 0 a y′(0) = 1 řešeńı:
y = tan(x). (5.3)
Funkce tangens je pro úhel x = 90◦, 270◦, . . . , (2k + 1)90◦ singulárńı, podobně jako RP
rovnice pro R = 0. [24]
Rovnice (5.2) byla dle tohoto vzoru naprogramována a řešena v intervalu x = 0..90◦
pomoćı funkćı ode45, ode113 a pro porovnáńı také méně přesnou metodou 2. řádu
ode23t. Relativńı tolerance byla zadána 1× 10−9, absolutńı tolerance 1× 10−12. V tab.
5.2 je uvedena výpočtová náročnost těchto metod. Odtud jednoznačně vyplývá, že z hle-
diska výpočtové náročnosti je pro řešeńı tohoto problému nejvhodněǰśı volbou ode113.





Tabulka 5.2: Výpočtová náročnost metod při řešeńı rovnice (5.2)
Počet vyhodnoceńı funkce Čas výpočtu (s)
ode113 1916 0,223
ode45 34 855 0,580
ode23t 31 958 2,307














Obrázek 5.2: Řešeńı rovnice (5.2)





· 100, [%] (5.4)
kde yODE(x) je hodnota źıskána př́ıslušnou funkćı. Pr̊uběh této chyby je zobrazen na
obr. 5.3. Zde je vidět, že funkce ode45 a ode113 jsou z hlediska přesnosti výpočtu srov-
natelné a relativńı chyba funkce ode23t je přibližně o 2 řády vyšš́ı.
























Obrázek 5.3: Relativńı chyba při řešeńı rovnice (5.2)
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S úhlem bĺıž́ıćım se 90◦, kdy hodnota funkce tangens roste k nekonečnu, se chyba
zvyšuje (detail na obr. 5.4). Výpočet skončil chybou v bodě, kdy krok metody ode45
a ode113 dosáhl nejmenš́ı možné hodnoty 3,6× 10−15 rad, resp. 5,6× 10−15 rad pro
ode23t.





























Obrázek 5.4: Relativńı chyba při řešeńı rovnice (5.2) - detail
Na základě tohoto výpočtu byla pro všechna daľśı řešeńı vybrána funkce ode113,
jelikož je výpočetně nejméně náročná a jej́ı přesnost je srovnatelná s přesnost́ı ode45.
5.2 Skokové zvýšeńı tlaku
Pro ilustraci rozd́ıl̊u mezi jednotlivými modifikacemi Rayleigh-Plessetovy rovnice je vhodné
provést výpočet dynamiky bubliny při skokovém zvýšeńı tlaku. Okolńı tlak kapaliny je
v tomto př́ıpadě konstantńı a je dán vztahem (5.5):
p∞ = A · pg0 (5.5)
Při tomto buzeńı nedocháźı ke kavitaci. Na obr. 5.5 je vidět odezva bubliny o počátečńım
poloměru R0 = 5 µm při skokovém zvýšeńı okolńıho tlaku na stonásobek p̊uvodńıho hod-
noty tlaku pg0. Dojde k rozkmitáńı bubliny a následnému ustáleńı poloměru při nové
hodnotě. Zde se ukazuje prvńı z rozd́ıl̊u mezi Rayleigh-Plessetovou rovnićı a jej́ımi modi-
fikacemi, které zahrnuj́ı vliv stlačitelnosti okolńı kapaliny. T́ım je doba dokmitáváńı, která
je u RP rovnice podstatně deľśı než u ostatńıch model̊u. Velikost poloměru po ustáleńı
pro r̊uzné hodnoty A je uvedena v tab. 5.3. Se zvyšuj́ıćım tlakem se poloměr po ustáleńı
zmenšuje. Poměr R/R0 z̊ustává pro r̊uzné hodnoty počátečńıho poloměru stejný.
Tabulka 5.3: Velikost rovnovážného poloměru pro r̊uzné A
A 10 50 100 200




Obrázek 5.5: Odezva na skokové zvýšeńı tlaku. R0 = 5 µm, pg0 = 128 080 Pa, A= 100
V detailu na obr. 5.6 se ukazuje rozd́ıl mezi jednotlivými modely v čase prvńıho kolapsu
bubliny. Hodnota Rayleighova času je vypočtena dle rovnice (1.15) a je mı́rně odlǐsná od
numerického výpočtu dle RP rovnice, kde čas prvńıho kolapsu bubliny je t/τ=1,012. Pro
ostatńı modely je tento čas roven t/τ=1,062–1,065, což odpov́ıdá předpoklad̊um. Pr̊uběh
Gilmorova a Keller-Miksisova modelu je velice podobný. Výpočet Herringova modelu,
který poč́ıtá s konstantńı rychlost́ı zvuku, skončil s chybou v čase t/τ = 1,063 .
DETAIL:
Obrázek 5.6: Odezva na skokové zvýšeńı tlaku - detail.
R0 =5 µm, pg0 =128 080Pa,A=100, τ=4,04× 10−8 s
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5.3 Periodická změna tlaku
V př́ıpadě periodicky se měńıćıho tlaku je budićı tlak dán rovnićı (5.6):
p∞(t) = p∞0 + pa sin(2πf), (5.6)
Výpočty jsou prováděny pro 4 r̊uzné počátečńı poloměry kavitačńıch bublin: 5, 25, 50
a 100 µm. Tyto hodnoty byly vybrány jako referenčńı, jelikož je experimentálně zjǐstěno,
že se při kavitaci v největš́ı koncentraci vyskytuj́ı kavitačńı jádra, jejichž rovnovážný
poloměr R0 = 100 µm a menš́ı. [28, 29]
5.3.1 Porovnáńı RP rovnice a jej́ıch modifikaćı
Na grafech ńıže je zobrazeno porovnáńı řešeńı pomoćı RP rovnice a jej́ıch modifikaćı při
výpočtu bubliny s parametry R0 = 5 µm, pa = 240 kPa a r̊uznou budićı frekvenćı. Ostatńı
parametry jsou shodné s těmi, uvedenými v tab. 5.1. Vlastńı frekvence této bubliny
(vypočtená dle rovnice (1.18)) je f0 = 718,674 kHz.
Na obr. 5.7 je vidět chaotické chováńı bubliny dle RP rovnice, kdy se jej́ı amplituda
oscilace v čase neustále měńı. Naopak při výpočtu dle Gilmora a daľśıch začne po určitém
čase bublina oscilovat periodicky s neměnnou amplitudou. V př́ıpadě Gilmora je tento čas
přibližně 5× 10−5 s, u Keller-Miksis a Tomita-Shima model̊u tento stav nastane později
– v čase 3× 10−4 s a 5× 10−4 s. Všechny modifikace se shoduj́ı jak v maximálńım, tak
minimálńım poloměru bubliny, který je větš́ı než v př́ıpadě RP rovnice.
Obrázek 5.7: Porovnáńı RP rovnice a jej́ıch modifikaćı při buzeńı bubliny vlastńı
frekvenćı. R0 = 5 µm, pa = 240 kPa, f=f0 = 718,674 kHz
V tab. 5.4 jsou uvedeny hodnoty největš́ıho a nejmenš́ıho poloměru bubliny, jeho
maximálńı rychlosti a maximálńı teploty a tlaku uvnitř bubliny. Lze zde vidět, že všechny
modifikace dávaj́ı prakticky shodné výsledky. RP rovnice se ve všech parametrech řádově
lǐśı – bublina osciluje s větš́ı amplitudou a vyšš́ı rychlost́ı a t́ım pádem jsou i tlak a teplota




Tabulka 5.4: Porovnáńı hodnot parametr̊u bubliny při výpočtu RP rovnićı a jej́ımi
modifikacemi. R0 = 5 µm, pa = 240 kPa, f=f0 = 718,674 kHz
Rmax/R0 (-) Rmin/R0 (-) |Ṙmax| (m.s-1) Tmax (K) pmax (Pa)
RP 7,11 2,02× 10−2 3,71× 109 3,16× 104 1,67× 1012
Herring 3,45 1,19× 10−1 9,64× 107 3,79× 103 9,94× 108
Gilmore 3,45 1,15× 10−1 9,50× 107 3,93× 103 1,13× 109
Keller-Miksis 3,45 1,15× 10−1 9,79× 107 3,92× 103 1,12× 109
Tomita-Shima 3,47 1,14× 10−1 9,51× 107 3,95× 103 1,15× 109
Na obr. 5.8a je zobrazen detail počátku oscilace. Zat́ımco pr̊uběh vypočtený dle mo-
difikaćı je prakticky shodný, pr̊uběh dle RP rovnice se lǐśı. Kromě toho se zde ukazuje,
že Rayleigh̊uv čas dle (1.15) neńı totožný s časem prvńıho kolapsu bubliny, ale s časem
prvńıho lokálńıho minima poloměru, které nastane ještě před samotným kolapsem.
Na obr. 5.8b je zobrazena část pr̊uběhu, kdy je již oscilace periodická. Výpočet dle
Herringova modelu je ve stejné fázi s Keller-Miksisovým modelem a zároveň Gilmor̊uv
model je ve stejné fázi s Tomita-Shima modelem. Toto sfázováńı se pro r̊uzné amplitudy
budićıho tlaku měńı. Pro některé tlaky osciluj́ı se stejnou fáźı všechny vypočtené modi-
fikace (pa = 320 kPa), pro jiné nejsou ve fázi ani jedna (pa = 400 kPa). Oboj́ı s výjimkou
Herringova modelu, který již na začátku výpočtu často skonč́ı s chybou. V tab. 5.5 jsou
porovnány modifikace RP rovnice z hlediska výpočtové náročnosti.
(a) Počátek oscilace (b) Fáze periodické oscilace
Obrázek 5.8: Detail pr̊uběhu oscilace bubliny z obr. 5.7
Při buzeńı ńızkou frekvenćı vzhledem k vlastńı frekvenci bubliny dojde k vysokému
nár̊ustu jej́ıho poloměru a následně k rychlému kolapsu a dokmitáńı (obr. 5.9). Při tomto
kolapsu všechny modely skonč́ı s chybou, s výjimkou Gilmorova modelu. V tab. 5.6 je opět
porovnáńı maximálńıch hodnot z výpočtu. Zde se již hodnoty od jednotlivých model̊u lǐśı,
právě z d̊uvodu selháńı numerického výpočtu.
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FSI VUT v Brně
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Tabulka 5.5: Výpočtová náročnost RP rovnice a jej́ıch modifikaćı pro řešeńı z obr. 5.7
Počet vyhodnoceńı funkce Čas výpočtu (s)
RP 288 697 6,7
Herring 307 426 6,8
Gilmore 307 001 12,0
Keller-Miksis 302 319 7,2
Tomita-Shima 295 279 7,7
(a) Pr̊uběh oscilace (b) Detail dokmitáńı bubliny po kolapsu
Obrázek 5.9: Pr̊uběh oscilace bubliny při buzeńı ńızkou frekvenćı.
R0 = 5 µm, pa = 240 kPa, f=f0/1000 = 718,674 Hz
Tabulka 5.6: Porovnáńı hodnot parametr̊u bubliny při výpočtu RP rovnićı a jej́ımi
modifikacemi. R0 = 5 µm, pa = 240 kPa, f=f0/1000 = 718,674 Hz
Rmax/R0 (-) Rmin/R0 (-) |Ṙmax| (m.s-1) Tmax (K) pmax (Pa)
RP 9,915× 102 9,718× 10−3 9,605× 1013 7,621× 104 3,628× 1013
Herring 9,952× 102 7,393× 10−3 7,357× 1011 1,058× 105 1,144× 1014
Gilmore 9,897× 102 1,523× 10−3 2,913× 1011 7,047× 105 8,723× 1016
Keller-Miksis 9,952× 102 3,745× 10−3 1,943× 1011 2,393× 105 1,991× 1015
Tomita-Shima 9,952× 102 7,592× 10−4 5,963× 1012 1,624× 106 1,622× 1018
Obecně je obt́ıžné určit, která z uvedených modifikaćı RP rovnice je nejpřesněǰśı.
Všechny modifikace, které byly odvozeny za účelem zpřesněńı výpočt̊u, maj́ı podobný
pr̊uběh. Ten se ovšem zásadně lǐśı od pr̊uběhu źıskaného RP rovnićı. Dá se tedy ř́ıci, že
RP rovnice je př́ılǐs idealizovaná a neńı vhodné s ńı dále pracovat. Herring̊uv model, ve
kterém je poč́ıtáno s konstantńı rychlost́ı zvuku v kapalině, je také stále př́ılǐs idealizo-
vaný a předevš́ım jeho výpočet velmi často konč́ı chybou již při prvńım kolapsu bubliny.
Zbývaj́ıćı modely, které jsou v této práci uvedeny – Gilmor̊uv, Keller-Miksis̊uv a Tomita-




výpočet byl při výpočtu s ńızkou budićı frekvenćı úspěšný (viz obr. 5.9), bude i přes jeho
vyšš́ı výpočtovou náročnost dále použ́ıvám právě tento model.
5.4 Dynamika osamocené kavitačńı bubliny
V této kapitole je řešena dynamika osamocené kavitačńı bubliny při akustické kavitaci. Na
základě výše uvedených závěr̊u je použit Gilmor̊uv model, který je řešen pomoćı Adams-
-Bashforth-Moultonovy numerické metody (ode113). Budićı tlak je dán rovnićı (5.6).
5.4.1 Tvary oscilace bubliny
Bylo vypozorováno, že v závislosti na poměru budićı frekvence ku vlastńı frekvenci bubliny
se objevuj́ı 4 módy oscilace jej́ıho rozhrańı v čase. Tyto módy jsou znázorněny na obr. 5.10
pro bublinu o počátečńım poloměru R0 = 5 µm a amplitudě budićı frekvence pa = 240 kPa.
Pro jiné R0 a pa jsou tyto pr̊uběhy podobné.
Při buzeńı vlastńı frekvenćı, f=f0, je kmitáńı periodické, s konstantńı amplitudou os-
cilace a nedocháźı k dokmitáváńı bubliny po kolapsu. Toto je znázorněno na obr. 5.10a. Po-
kud je frekvence vyšš́ı než f0, amplituda oscilace klesá. Při nižš́ı budićı frekvenci, přibližně
0,1·f0<f <f0, je kmitáńı chaotické (obr. 5.10b), nebo má tvar podobný prvńımu př́ıpadu.
Jakmile se budićı frekvence pohybuje kolem hodnoty f/f0 =0,1 , zač́ıná se zřetelně obje-
vovat i fáze dokmitáváńı bubliny, která následuje po každém kolapsu (obr. 5.11a). Am-
plituda oscilace bubliny je větš́ı než v předchoźıch př́ıpadech a v čase z̊ustává konstantńı.
Pro ještě nižš́ı budićı frekvence se amplituda oscilace zvyšuje (obr. 5.11b). V čase opět
z̊ustává konstantńı a jsou zřetelná dokmitáváńı bubliny (detail lze vidět na obr. 5.9b).
(a) f/f0=1 (b) f/f0=0,7
Obrázek 5.10: Tvary dle poměru budićı frekvence ku vlastńı frekvenci.
R0 = 5 µm, pa = 240 kPa, f0 = 7,187× 105 Hz
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(a) f/f0=0,1 (b) f/f0=0,01
Obrázek 5.11: Tvary dle poměru budićı frekvence ku vlastńı frekvenci.
R0 = 5 µm, pa = 240 kPa, f0 = 7,187× 105 Hz
5.4.2 Kmitáńı při r̊uzných budićıch frekvenćıch
V této části bude ukázáno, jak vypadá kmitáńı kavitačńıch bublin o vybraných poloměrech
(R0 = 5, 25, 50, 100 µm) při buzeńı vlastńı frekvenćı jedné z nich. V tabulce 5.7 jsou
uvedeny tyto vlastńı frekvence a poměr f/f0 pro každou velikost.
Tabulka 5.7: Vlastńı frekvence vybraných velikost́ı bublin a poměr mezi nimi
Poměr f/f0 pro jednotlivé R0:
Budićı frekvence (Hz): 5 µm 25 µm 50 µm 100 µm
f0, 5µm = 7,187× 105 1,000 5,412 10,941 22,004
f0, 25µm = 1,328× 105 0,185 1,000 2,022 4,066
f0, 50µm = 6,568× 104 0,091 0,495 1,000 2,011
f0, 100µm = 3,266× 104 0,045 0,246 0,497 1,000
Vlastńı frekvence bubliny roste s klesaj́ıćım poloměrem. Na obr. 5.12 je ukázáno buzeńı
vlastńı frekvenćı bubliny o R0 = 5 µm. Pro všechny ostatńı velikosti je tato frekvence vyšš́ı
než jejich f0. Tud́ıž kmitáńı všech bublin je periodické. Největš́ı amplituda kmitáńı je
právě pro bublinu o poloměru 5 µm.
Na obr. 5.13 je znázorněno kmitáńı těchto bublin při budićı frekvenci rovné vlastńı
frekvenci 25 µm bubliny (obr. 5.13a) a 50 µm bubliny (obr. 5.13b). Pr̊uběhy odpov́ıdaj́ı
závěr̊um z kapitoly 5.4.1: U bubliny o R0 = 25 µm se objevuje fáze dokmitáváńı a ampli-





Obrázek 5.12: Oscilace bublin r̊uzných velikost́ı při stejné budićı frekvenci.
f=f0, 5µm = 7,187× 105 Hz, A= 240 kPa
(a) f =f0, 25µm = 1,328× 105 Hz, A= 240 kPa (b) f =f0, 50µm = 6,568× 104 Hz, A= 240 kPa
Obrázek 5.13: Oscilace bublin r̊uzných velikost́ı při stejné budićı frekvenci.
Při buzeńı o frekvenci f = 3,266× 104 Hz, která je vlastńı frekvenćı bublinyR0 = 100 µm
a která je zároveň nižš́ı než vlastńı frekvence všech ostatńıch bublin, kmitaj́ı všechny bub-
liny s velkou a neměnnou amplitudou (viz obr. 5.14). Ke kolapsu všech bublin docháźı
vždy zároveň, v krátkém časovém rozmeźı. To se zdá být výhodné z hlediska využit́ı kavi-
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Bc. Filip Münster
Diplomová práce
Obrázek 5.14: Oscilace bublin r̊uzných velikost́ı při stejné budićı frekvenci.
f=f0, 100µm = 3,266× 104 Hz, A= 240 kPa
Jelikož při tomto buzeńı docháźı ke kolapsu bublin všech čtyř vyšetřovaných rozměr̊u,
byly mezi sebou dále porovnány. Na obr. 5.15 jsou zobrazeny pr̊uběhy rychlosti rozhrańı
bublin a pr̊uběhy teploty a tlaku uvnitř bublin. Jedná se o detaily pr̊uběh̊u vždy z části,
kdy je kmitáńı všech bublin periodické. U všech parametr̊u plat́ı, že č́ım menš́ı bublina je,
t́ım maj́ı jej́ı parametry vyšš́ı maximálńı hodnotu. Tyto maximálńı hodnoty jsou uvedeny
v tab. 5.8.
Tabulka 5.8: Maximálńı hodnoty z pr̊uběh̊u na obr. 5.15
|Ṙmax| (m.s-1) Tmax (K) pmax (Pa)
R0 = 5 µm 33 536 58 896 1,472× 1013
R0 = 25 µm 5830 19 899 2,701× 1011
R0 = 50 µm 1252 7538 8,786× 109




(a) rychlost rozhrańı (b) teplota
(c) tlak
Obrázek 5.15: Podmı́nky uvnitř bublin. pa = 240 kPa, f=f0, 100µm = 3,266× 104 Hz
5.4.3 Závislost maximálńıch hodnot na budićı frekvenci
Ze všech uvedených výpočt̊u vyplývá, že dynamika a chováńı kavitačńı bubliny je závislá
předevš́ım na poměru budićı frekvence ku vlastńı frekvenci. Byly proto provedeny výpočty
maximálnĺıho a minimálńıho poloměru, maximálńı rychlosti rozhrańı bubliny a maximálńı
teploty a tlaku uvnitř bubliny v závislosti na poměru f/f0.
Výpočty byly provedeny v intervalu f/f0 = (0; 2〉 s krokem 0,001. Tyto grafy jsou
uvedeny na obr. 5.16.
Z těchto graf̊u vyplývá, že při stejném poměru f/f0 jsou pro r̊uzné velikosti bublin
všechny sledované parametry podobné. Ve všech př́ıpadech se snižuj́ıćı budićı frekvenćı
hodnoty parametr̊u rostou a v okoĺı vlastńı frekvence maj́ı lokálńı maximum. Pro mi-
nimálńı poloměr to plat́ı naopak – klesá a má zde lokálńı minimum. Růst (resp. klesáńı)
potom pokračuje až do hodnot f → 0. Takové buzeńı ovšem nemá z hlediska kavitace
význam. Lze ř́ıci, že za účelem źıskáńı maximálńıch hodnot zde sledovaných parametr̊u
pro široké spektrum velikosti kavitačńıch bublin, je vhodné jako budićı frekvenci zvolit
vlastńı frekvenci největš́ı z bublin, které se při kavitaci vyskytuj́ı v dostatečné koncentraci.
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(a) maximálńı poloměr (b) minimálńı poloměr
(c) maximálńı rychlost rozhrańı (d) maximálńı tlak uvnitř bubliny
(e) maximálńı teplota uvnitř bubliny
Obrázek 5.16: Maximálńı hodnoty v závislosti na poměru f/f0. pa = 240 kPa
Program pro výpočet dynamiky kavitačńı bubliny v proměnném tlakovém poli je ob-




6 Bublina při pr̊uchodu Venturiho dýzou
Pro výpočet dynamiky kavitačńı bubliny při pr̊uchodu Venturiho dýzou byl vytvořen
Eulerovsko-Lagrangeovský model. Jedná se o kombinaci výpočtu dynamiky osamocené
kavitačńı bubliny pomoćı Gilmorovy rovnice a CFD výpočtu v́ıcefázového prouděńı. Gil-
morova rovnice je potom aplikovaná na proudnici, jej́ıž trajektorie a tlak kapaliny po jej́ı
délce jsou źıskány z CFD výpočtu.
Program pro výpočet dynamiky kavitačńı bubliny při pr̊uchodu Venturiho dýzou je
obsahem Př́ılohy 2 této práce.
Geometrie Venturiho dýzy (zobrazena na obr. 6.1) a hodnoty pr̊utoku a tlaku za dýzou
při kavitaci jsou źıskány z [30].
Obrázek 6.1: Geometrie Venturiho dýzy [30]
Výpočet byl proveden pro 2 hodnoty kavitačńıho č́ısla σk. Pr̊utoky pro jednotlivé σk
byly źıskány z dat uvedených v [30]. Tlak p2 na výstupu z dýzy byl vypočten pomoćı
vztahu (6.1):
σk =
2 · (p2 − pv)
ρL · v2hrdlo
, (6.1)
kde vhrdlo je rychlost kapaliny v mı́stě zúžeńı. Źıskané hodnoty pr̊utoku a tlaku jsou
uvedeny v tab. 6.1.
Tabulka 6.1: Hodnoty pr̊utoku a tlaku pro kavitačńı č́ısla dle [30]
σ (-) Q (l.s-1) p2, abs (Pa)
0,8 5 103 478
0,42 7 106 411
6.1 CFD výpočet prouděńı ve Venturiho dýze
Výpočet prouděńı byl proveden v programu Ansys Fluent 17.2. Byl řešen jako osově syme-
trický a v́ıcefázový. Řešič byl nastaven na Pressure-Based. Použitý model turbulence byl
Realizable k-ε, v́ıcefázový model Mixture a kavitačńı model Schnerr-Sauer. Tyto modely
jsou bĺıže popsány v části 6.1.1. Stěnové funkce byly nastaveny jako Non-Equilibrium Wall
Functions. Úloha byla řešena nejprve jako stacionárńı, s prvńımi řády přesnosti. Po zkon-
vergováńı byla přepnuta na druhé řády přesnosti (viz tab. 6.2) a řešena jako transientńı,
s časovým krokem 0,001 s.
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Tabulka 6.2: Použité metody řešeńı
Schéma: SIMPLE
Prostorová diskretizace:
Gradient: Least Squares Cell Based
Tlak: PRESTO!
Hybnost: Second Order Upwind
Objemový zlomek: First Order Upwind
Turbulentńı kinetická energie k : Second Order Upwind
Disipace turbulentńı kinetické energie ε: Second Order Upwind
Okrajové podmı́nky byly zadány jako velocity-inlet na vstupu do dýzy a pressure-
-outlet na výstupu s hodnotami, které jsou uvedeny v tab. 6.1. Výpočetńı śıt’ a okrajové
podmı́nky jsou zobrazeny na obr. 6.2. Vlastnosti materiál̊u (vody a páry), které byly při






















Obrázek 6.2: Výpočetńı śıt’ a okrajové podmı́nky
Tabulka 6.3: Vlastnosti vody a páry při CFD výpočtu
Název parametru Symbol Hodnota
Teplota T 288,16 K
Hustota vody ρL 998,2 kg.m
-3
Dynamická viskozita vody µL 1,003× 10−3 Pa.s
Hustota páry ρv 0,5542 kg.m
-3
Dynamická viskozita páry µv 1,34× 10−5 Pa.s
Tlak sytých par pv 2500 Pa
6.1.1 Použité modely
Model turbulence. Turbulentńı prouděńı je popsáno rovnićı kontinuity (6.2) a RANS



























kde veličiny s čarou znač́ı časově středované hodnoty. Posledńı člen představuje Rey-
noldsova napět́ı. Ty lze užit́ım Boussinesqueovy hypotézy vyjádřit pomoćı turbulentńı






























Pro uzavřeńı soustavy rovnic je nutné určit neznámou turbulentńı viskozitu pomoćı mo-
del̊u turbulence. Výpočet byl proveden s využit́ım modelu Realizable k-ε, který určuje
turbulentńı viskozitu pomoćı dvou transportńıch rovnic pro k a ε. Turbulentńı viskozita

















































Veličiny Gk, Gb, YM , Sk, Sε, σε, σk a konstanty C1, C1ε, C2 a C3ε jsou bĺıže definovány v [31].
Vı́cefázový model. [33] Jako model dvoufázového prouděńı byl použit model Mixture.
Pomoćı tohoto modelu lze řešit prouděńı n fáźı pomoćı pohybové rovnice a rovnice kon-
tinuity pro směs, rovnice pro objemový zlomek druhých fáźı a algebraického vztahu pro
relativńı rychlost.
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kde αk je objemový zlomek fáze k.











































a vdr,k,i je složka unášivé rychlosti
vdr,k,i = vk,i − vm,i. (6.13)
Relativńı rychlost mezi fázemi p a q je definována
vp,q,i = vp,i − vq,i. (6.14)





pak vztah mezi unášivou a relativńı rychlost́ı je
















Kavitačńı model. [31] Jako kavitačńı model byl použit Schnerr-Sauer model. Obecný
tvar rovnice pro objemový zlomek páry je následuj́ıćı:
∂
∂t






Člen na pravé straně rovnice (6.18) představuje vztah pro rychlost přenosu hmoty Rm.











Rovnice pro rychlost přenosu hmoty je potom v modelu Schnerr-Sauer dána vztahem







































Při řešeńı úlohy jako transientńı bylo zjǐstěno, že se rozhrańı mezi fázemi, vodou a párou,
pohybuje jen nepatrně a pouze v axiálńım směru. Dı́ky tomu bylo možné úlohu zjednodušit
na řešeńı v jednom konkrétńım čase. Řešeńı dynamiky kavitačńı bubliny bylo provedeno
pro dvě výše zmı́něné hodnoty kavitačńıho č́ısla na dvou proudnićıch. Jedna proudnice lež́ı
na ose trubice (y= 0 mm). Počátečńı bod druhé proudnice lež́ı 0,5 mm od stěny trubice,
tj. y= 26 mm. Byla vykreslena trajektorie a tlak na těchto proudnićıch, který slouž́ı jako
vstupńı parametr pro výpočet bubliny Gilmorovou rovnićı. Výpočet byl proveden pro
4 velikosti bublin (R0 = 5, 25, 50 a 100 mm).
Na obr. 6.3 a 6.4 je zobrazeno rozložeńı fáźı a statického tlaku z obou výpočt̊u a jsou
zakresleny proudnice.
(a) Objemový zlomek fáźı. Červená – voda, modrá – pára
(b) Statický tlak (Parel)
Obrázek 6.3: Rozložeńı fáźı a statického tlaku pro σk = 0,80
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(a) Objemový zlomek fáźı. Červená – voda, modrá – pára
(b) Statický tlak (Parel)
Obrázek 6.4: Rozložeńı fáźı a statického tlaku pro σk = 0,42
Pr̊uběh tlaku na proudnićıch je zobrazen na obr. 6.5a a 6.5b. Zde je vidět, že při nižš́ım
kavitačńım č́ısle a v bĺızkosti stěny klesá tlak na nižš́ı hodnotu. Minimálńı hodnoty tlak̊u
jsou uvedeny v tab. 6.4



























(a) Tlak na proudnićıch pro σk = 0,80

























(b) Tlak na proudnićıch pro σk = 0,42
Obrázek 6.5: Pr̊uběh tlaku na proudnićıch
Dle tohoto CFD výpočtu je dosaženo tlaku sytých par pouze na proudnici y0 = 26 mm
při σk = 0,42, která procháźı mı́stem, kde maximálńı objemový zlomek páry je αv = 0,456.
Proudnice lež́ıćı na ose trubice neprocháźı mı́stem obsahuj́ıćı parńı fázi a minimálńı tlak




Tabulka 6.4: Minimálńı hodnoty statického tlaku
Kavitačńı č́ıslo Proudnice Minimálńı tlak





Obrázky 6.6 a 6.7 zachycuj́ı pr̊uběh poloměr̊u bublin na těchto proudnićıch. V př́ıpadě
proudnice y0 = 26 mm docháźı ke kolapsu pouze u bublin R0 = 100 µm a R0 = 50 µm.
Nejmenš́ı vyšetřovaná bublina vlivem své nejvyšš́ı vlastńı frekvence při poklesu tlaku
zvětš́ı svoji velikost, zakmitá a ustáĺı se v nové poloze. Po zvýšeńı tlaku dojde opět k jej́ımu
zmenšeńı. Bublina R0 = 25 µm se chová podobně. V mı́stě ńızkého tlaku kmitá, ale ne-
dojde k jej́ımu kolapsu. Zbylé dvě bubliny zkolabuj́ı, přičemž u větš́ı bubliny je kolaps
výrazněǰśı.
Obrázek 6.6: Pr̊uběh poloměru bublin při σk = 0,42 na proudnici y0 = 26 mm
Na proudnici lež́ıćı na ose (obr. 6.7) zkolabuje pouze největš́ı vyšetřovaná bublina
R0 = 100 µm. Ostatńı se při pr̊uchodu mı́stem minimálńıho tlaku pouze zvětš́ı a nedojde
téměř k žádnému zakmitáńı. Mı́sto kolapsu bublin a jejich minimálńı poloměr je uveden
v tab. 6.5.
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Obrázek 6.7: Pr̊uběh poloměru bublin při σk = 0,42 na proudnici y0 = 0 mm
Tabulka 6.5: Mı́sta kolapsu a minimálńı velikosti bublin
R0 (µm) y0 (mm) Rmin/R0 (-) xkolapsu (mm) tkolapsu (ms)
100 26 0,106 173,2 33,6
50 26 0,338 170,7 33,4
100 0 0,366 167,8 28,6
Teplota a tlak uvnitř bublin na proudnici y0 = 26 mm jsou zachyceny na obr. 6.8.
Odtud vyplývá, že u bublin, u kterých nedojde ke kolapsu, se tyto hodnoty pouze sńıž́ı.
Nejvyšš́ıch hodnot dosahuje bublina R0 = 100 µm. Maximálńı hodnoty R, |Ṙ|, pB, TB pro
bubliny, u kterých došlo ke kolapsu, jsou uvedeny v tab. 6.6.
(a) teplota (b) tlak
Obrázek 6.8: Teplota a tlak uvnitř bublin. σk = 0,42 , y0 = 26 mm




Tabulka 6.6: Maximálńı hodnoty R, |Ṙ|, pB, TB pro kolabuj́ıćı bubliny
R0 (µm) y0 (mm) Rmax/R0 (-) |Ṙ|max (m.s-1) pB,max (Pa) TB,max (K)
100 26 10,019 840,327 3,878× 109 4321
50 26 6,723 76,789 3,028× 107 1079
100 0 6,320 64,705 2,140× 107 979
6.2.1 Disipovaná energie
Z vypočteného pr̊uběhu poloměru bubliny lze dopoč́ıtat disipovanou energii, která se
při kavitaci projevuje z největš́ı části jako rázová vlna, která se š́ı̌ŕı od středu bubliny
od počátku fáze dokmitáváńı. Tuto energii lze źıskat výpočtem práce tlaku plynu uv-
nitř bubliny pB v̊uči tlaku okolńı kapaliny p∞ mezi minimálńım Rmin a maximálńım
Rmax poloměrem při každém kolapsu. Pokud je zanedbáno povrchové napět́ı, viskozita




4πR2B(p∞ − pB)dR (6.23)
Disipovaná energie během jednoho kolapsu se potom vypočte jako rozd́ıl praćı W dvou








Součtem energíı všech kolaps̊u se źıská celková energie disipovaná jednou kavitačńı bub-





Pr̊uběh práce plynu W a disipované energie E v čase pro tuto bublinu je zobrazen
na obr. 6.9. V tab. 6.7 jsou uvedeny hodnoty celkové energie při pr̊uchodu jedné bubliny
dýzou. Opět nejvyšš́ı hodnoty dosahuje bublina R0 = 100 µm na proudnici y0 = 26 mm.
Tabulka 6.7: Celková disipovaná energie Ecelk (J) při σk = 0,42
Proudnice
y0 = 0 mm y0 = 26 mm
R0 = 5 µm 1,355× 10−11 1,567× 10−10
R0 = 25 µm 4,430× 10−9 4,444× 10−8
R0 = 50 µm 1,553× 10−7 2,266× 10−6
R0 = 100 µm 1,489× 10−5 3,616× 10−5
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Obrázek 6.9: Práce plynu a disipovaná energie bubliny.
R0 = 100 µm, y0 = 26 mm, σk = 0,42
6.2.2 Skutečná trajektorie bubliny
Skutečná trajektorie bubliny se od proudnice kapaliny lǐśı. Hlavńımi śılami, které na bub-
linu p̊usob́ı a t́ım ji odchyluj́ı od proudnice jsou śıla t́ıhová, śıla přidané hmotnosti, tlaková
śıla a odporová śıla. Při uvažováńı těchto sil, má pohybová rovnice bubliny následuj́ıćı
tvar: [2]
M ~̇vB = −2M~g + 3M ~̇vL − Ṁ( ~̇vB − ~̇vL) + ~D (6.26)














CD je koeficient odporu, který je pro malé bubliny, jejichž Reynoldsovo č́ıslo Re je malé,








Kombinaćı pohybové rovnice bubliny (6.26) s Gilmorovou rovnićı (2.6) a známým tla-
kovým a rychlostńım polem z CFD výpočtu je možné integraćı źıskat skutečnou trajektorii




Tyto rovnice byly naprogramovány v Matlabu a řešeny jako soustava 3 diferenciálńıch
rovnic druhého řádu (1 rovnice Gilmorova a 2 rovnice pro x a y složku pohybové rovnice).
Skutečnou trajektorii se ovšem nepodařilo vypoč́ıtat. Výsledná trajektorie bubliny je
velmi podobná trajektorii kapaliny až do mı́sta zúžeńı trubice. Zde zač́ıná bublina oscilovat
a dle výpočtu zde prudce změńı směr a zvýš́ı svoji rychlost na několikanásobek rychlosti
kapaliny. Takové chováńı je však nereálné. Chybu se nepodařilo identifikovat.
Bylo provedeno zjednodušeńı problému na řešeńı proudnice, jej́ıž trajektorie byla dána
rovnićı pro rovnoměrně zrychlený pohyb a poloměr bubliny byl konstantńı. V tomto
př́ıpadě výpočet proběhl bez problému, bublina byla za kapalinou zpožděna. I v př́ıpadě,
že poloměr nebyl v čase konstantńı, ale jeho velikost byla dána funkćı sinus, výpočet byl
úspěšný. Ovšem při aplikaci výpočtu na rychlosti z CFD řešeńı se trajektorie bubliny
začala chovat nepředv́ıdatelně.
Bylo zjǐstěno, že při zanedbáńı členu Ṁ v rovnici (6.26) je trajektorie bližš́ı trajektorii
kapaliny, ovšem stále zde vycháźı rychlost bubliny vyšš́ı, než rychlost kapaliny.
Tato trajektorie je zobrazena na obr. 6.10. Jedná se o výpočet bubliny o R0 = 100 µm
na proudnici y0 = 26 mm, kavitačńı č́ıslo σk = 0,42.
















Obrázek 6.10: Porovnáńı proudnice kapaliny a vypočtené trajektorie bubliny
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7 Plynový měchýřek v proměnném v tlakovém poli
Pro řešeńı chováńı plynových měchýřk̊u bylo využito modelu Qin-Ferrara (3.3). Pro
výpočet byla vybrána sinice Anabaena flos-aquae. Pr̊uměr plynových měchýřk̊u této sinice
je 84 nm. Jelikož je délka měchýřk̊u proměnlivá, byla jako středńı hodnota zvolena délka
500 nm.
Daľśı parametry použité při výpočtu jsou uvedeny v tab. 7.1. Z hlediska vlastnost́ı
membrány je kromě známých hodnot modulu pružnosti v tahu a jej́ı tloušt’ky nutné pro
výpočet určit i jej́ı hustotu, viskozitu a povrchové napět́ı. Tyto hodnoty se ovšem v do-
stupné literatuře nepodařilo dohledat. Jsou proto použity hodnoty pro protein albumin,
uvedené v [16]. Z hlediska dynamiky nebude mı́t tato nepřesnost velký význam, jelikož
hlavńım parametrem, který ovlivňuje chováńı plynového měchýřku je modul pružnosti,
jehož hodnota je řádově vyšš́ı.
Tabulka 7.1: Vlastnosti plynového měchýřku
Název parametru Symbol Hodnota
Pr̊uměr měchýřku Dpm 84 nm
Délka měchýřku lpm 500 nm
Tloušt’ka membrány δS 1,95 nm
Modul pružnosti v tahu E 2,8 GPa
Poissonova konstanta ν 0,33
Hustota membrány ρS 1100 kg.m
-3
Viskozita membrány µS 1,77 Pa.s




Komplikaćı při tomto výpočtu je, že plynové měchýřky sinic maj́ı tvar válce, ale
výpočtový model je odvozený pro kulovou bublinu. Původńım záměrem bylo nahradit














Vypočtený počátečńı poloměr je potom (7.1) R0 = 87,132 nm. Pro bublinu těchto para-
metr̊u vycháźı dle vztahu (3.1) počátečńı tlak uvnitř bubliny s membránou:
pB0 = 2,35 MPa
Ovšem dle tab. 3.1 je tlak uvnitř plynového měchýřku tohoto druhu sinic ppm = 0,43 MPa.
Byl proto zvolen počátečńı poloměr takový, aby počátečńı tlak uvnitř bubliny odpov́ıdal
skutečnému tlaku uvnitř plynového měchýřku:
R0 = 590 nm
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Pro tento poloměr vycháźı pB0 = 0,432 MPa. Vlastńı frekvence tohoto plynového měchýřku
je dle vztahu (3.4) rovna f0 = 56,352 MHz.
Budićı tlak je stejně jako u bublin při akustické kavitaci dán funkćı sinus (dle vztahu
(5.6)). Amplituda budićıho tlaku a frekvence jsou zvoleny dle [16] jako typické hodnoty
při buzeńı mikrobublin s membránou:
pa = 1,2 MPa
f = 1 MHz
Na obr. 7.1 je zobrazen pr̊uběh poloměru, budićıho tlaku a tlaku uvnitř tohoto ply-
nového měchýřku (zaznačen čárkovaně). Zde je vidět, že plynový měchýřek periodicky
osciluje s velmi malou, konstantńı amplitudou. Fáze kmitáńı je shodná s fáźı budićıho
tlaku. V tab. 7.2 jsou uvedeny minimálńı a maximálńı hodnoty R, |Ṙ|, pB a TB vypočtené
pro tento př́ıpad.
Obrázek 7.1: Kmitáńı plynového měchýřku sinice Anabaena flos-aquae.
f = 1 MHz, pa = 1,2 MPa
Tabulka 7.2: Minimálńı a maximálńı hodnoty
Veličina Jednotka Minimum Maximum
R/R0 - 0,974 1,030
|Ṙ| m.s-1 0 0,376
pB MPa 0,383 0,483
TB K 283,2 302,6
Pro jiné budićı frekvence z̊ustávaj́ı tvar i amplituda oscilace stále stejné. Pouze při




Z těchto výsledk̊u vyplývá, že se plynové měchýřky sinic nechovaj́ı jako kavitačńı bub-
liny a nedocháźı u nich ke kolapsu vlivem jejich dynamiky. Destrukce plynových měchýřk̊u
je zp̊usobena překročeńım kritického tlaku. Maximum rozd́ılu tlaku kapaliny a tlaku uv-
nitř bubliny je v tomto př́ıpadě
(p∞ − pB)max = 0,819 MPa,
které je vyšš́ı než kritický tlak pro plynové měchýřky sinic Anabaena flos-aquae, jehož
hodnota je pc = 0,6 MPa. Tlak kapaliny je nav́ıc zvyšován kolabuj́ıćımi bublinami v okoĺı
sinic.
7.1 Plynový měchýřek při pr̊uchodu Venturiho dýzou
Pro simulaci chováńı plynového měchýřku při hydrodynamické kavitaci byla aplikována
rovnice pro MBM i na CFD výpočet z kapitoly 6. Byl proveden výpočet plynového
měchýřku se stejnými parametry jako v předchoźı části, na proudnici y0 = 26 mm při
prouděńı s kavitačńım č́ıslem σk = 0,42.
Pr̊uběh poloměru vzhledem k tlaku kapaliny je znázorněn na obr. 7.2. Nedocháźı zde
k žádnému kmitáńı a poloměr bubliny se měńı přesně s okolńım tlakem kapaliny. Změna
parametr̊u uvnitř měchýřku je proto zanedbatelná.
Obrázek 7.2: Plynový měchýřek sinice Anabaena flos-aquae při pr̊uchodu Venturiho
dýzou. R0 = 590 nm, σk = 0,42, y0 = 26 mm
K destrukci plynových měchýřk̊u tedy při hydrodynamické kavitaci nedocháźı př́ımo
p̊usobeńım tlaku kapaliny, ale v d̊usledku zvýšeńı tlaku vlivem kolabuj́ıćıch bublin v okolńı
kapalině nad hodnotu kritického tlaku pc.
Program pro výpočet plynových měchýřk̊u při akustické a hydrodynamické kavitaci je
součást́ı Př́ıloh 1 a 2.
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Tato práce se zabývala numerickým řešeńım dynamiky osamocené kavitačńı bubliny a ply-
nového měchýřku sinice při akustické a hydrodynamické kavitaci.
Úvodńı část práce je zaměřena na Rayleigh-Plessetovu rovnici a rešerši jej́ıch modi-
fikaćı, jejichž výsledky jsou přesněǰśı d́ıky zahrnut́ı vlivu stlačitelnosti kapaliny. Zvláštńı
kapitola se věnuje mikrobublinám s membránou a předevš́ım plynovým měchýřk̊um sinic
a jejich vlastnostem. Následně je uvedena modifikace Rayleigh-Plessetovy rovnice, která
zahrnuje vliv tenké elastické membrány těchto bublin.
Jelikož se ve všech př́ıpadech jedná o obyčejné diferenciálńı rovnice druhého řádu,
které je nutné řešit numericky, je v daľśı části provedena rešerše numerických metod se
zaměřeńım na ty, které jsou implementované v programu Matlab.
Na základě poznatk̊u z rešeršńı části této práce byl v Matlabu vytvořen program pro
řešeńı dynamiky kavitačńı bubliny v proměnném tlakovém poli. Po řadě výpočt̊u byla
vybrána nejvhodněǰśı numerická metoda (Adams-Bashforth-Moultonova) a nejvhodněǰśı
modifikace Rayleigh-Plessetovy rovnice (Gilmor̊uv model).
Následně byly prováděny výpočty pro čtyři referenčńı velikosti bubliny a bylo zkoumáno
jejich chováńı při r̊uzném buzeńı. Bylo zjǐstěno, že tvar kmitáńı rozhrańı bubliny záviśı
předevš́ım na poměru mezi budićı a vlastńı frekvenćı konkrétńı bubliny. Z výpočt̊u dále
vyplývá, že největš́ıch amplitud oscilace a nejprudš́ıch kolaps̊u (a t́ım pádem i nejvyšš́ıch
teplot a tlak̊u) je dosaženo při buzeńı frekvencemi nižš́ımi než je vlastńı frekvence bubliny.
Daľśı kapitola se zabývá řešeńım dynamiky bublin při hydrodynamické kavitaci. Pro
tento účel byl vytvořen Eulerovsko-Lagrangeovský model jako kombinace CFD výpočtu
a řešeńı dynamiky jediné bubliny. Byl proveden CFD výpočet dvoufázového prouděńı
ve Venturiho dýze, za využit́ı jej́ı osové symetrie. Zjǐstěné hodnoty statického tlaku na
dvou proudnićıch byly poté použity jako vstupńı hodnoty pro výpočet pomoćı Gilmo-
rovy rovnice. Proudnice, na kterých tlak dosáhl tlaku sytých par, nebo se k této hodnotě
bĺıžil, byly dále vyšetřovány. Dle výpočtu Gilmorovou rovnićı docháźı ke kolapsu pouze
u větš́ıch vyšetřovaných bublin, zat́ımco bubliny o menš́ım počátečńım poloměru při po-
klesu tlaku pouze zvětš́ı sv̊uj poloměr a při následném zvýšeńı tlaku se opět zmenš́ı, aniž
by zkolabovaly. Následně byla vypočtena energie disipovaná při kolapsu bublin. Největš́ı
hodnota disipované energie byla u největš́ı bubliny R0 = 100 µm. Jelikož na pohybuj́ıćı se
bublinu p̊usob́ı ve skutečnosti śıly, které ji odchyluj́ı od proudnice kapaliny, byla v daľśım
bodě řešena s Gilmorovou rovnićı i pohybová rovnice bubliny. Bohužel se při zkombi-
nováńı s daty z CFD výpočtu nepodařilo dosáhnout výsledk̊u, které by mohly odpov́ıdat
skutečnosti. Výpočet havaruje kv̊uli numerické nestabilitě.
Posledńı část této práce se věnuje chováńı plynových měchýřk̊u sinic. Bylo zjǐstěno,
že při hydrodynamické kavitaci dojde pouze k nepatrným změnám velikosti měchýřku
a nedojde k jeho oscilaci. Při akustické kavitaci dojde k oscilaci plynového měchýřku,
avšak ne k jeho kolapsu. Z toho je usuzováno, že jednou z př́ıčin destrukce plynových
měchýřk̊u je překročeńı hodnoty kritického tlaku, který je vlastnost́ı daného druhu sinic.
K takovému nár̊ustu tlaku docháźı vlivem kolabuj́ıćıch bublin v bĺızkosti sinice, nebo d́ıky
vysoké amplitudě budićıho tlaku. Daľśımi př́ıčinami zničeńı měchýřk̊u může být např́ıklad
microjet nebo vysoká teplota zp̊usobené kolabuj́ıćımi bublinami.
Při daľśım zkoumáńı dynamiky kavitačńıch bublin bude vhodné vytvořit Eulerovsko-
-Lagrangeovský model pro hydrodynamickou kavitaci, který bude zahrnovat 3D CFD
výpočet prouděńı a výpočet skutečné trajektorie bubliny v kapalině. Tento model bude
poté použit pro tvorbu modelu kavitačńı eroze.
- 63 -
Energetický ústav
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Dostupné z: https://www.mathworks.com/help/pdf doc/matlab/math.pdf
[14] VOKURKA, K. Comparison of Rayleigh’s, Herring’s, and Gilmore’s Models of Gas
Bubbles. Acustica. 1986, 59(3), 214-219.
[15] FRANC, Jean-Pierre. The Rayleigh-Plesset equation: a simple and powerful tool
to understand various aspects of cavitation. Course. In: International Centre for
Mechanical Sciences (CISM) [online]. 2005 [cit. 2018-04-16].
[16] QIN, Shengping a Katherine W. FERRARA. A model for the dynamics of ultra-
sound contrast agents in vivo. The Journal of the Acoustical Society of America.




FSI VUT v Brně
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http://doi.wiley.com/10.1002/nme.2032
[25] MIKOFSKI, Mark. IAPWS IF97 functional form with no slip [online].
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SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK A SYMBOLŮ
CFD Computational Fluid Dynamics
EE explicitńı Eulerova (metoda)
IE implicitńı Eulerova (metoda)
ODR obyčejná diferenciálńı rovnice
RK Runge-Kutta
RP Rayleigh-Plessetova rovnice
UKP ultrazvukové kontrastńı prostředky
A amplituda buzeńı Pa
AB amplituda oscilace bubliny -
C rychlost zvuku na rozhrańı bubliny m.s-1
c rychlost zvuku v kapalině m.s-1
CD součinitel odporu -
D odporová śıla N
E energie disipovaná během kolapsu J
E modul pružnosti v tahu Pa
f budićı frekvence Hz
f0 vlastńı frekvence Hz
G modul pružnosti ve smyku Pa
g t́ıhové zrychleńı m.s-2
H měrná entalpie na rozhrańı bubliny J.kg-1
h měrná entalpie J.kg-1
lpm délka plynového měchýřku m
M př́ıdavná (virtuálńı) hmotnost kg
m hmotnost kg
Ma Machovo č́ıslo -
nb počet bublin -
P tlak na rozhrańı bubliny Pa
p tlak Pa
pa amplituda bud́ıćıho tlaku Pa
pg parciálńı tlak plynu v bublině Pa
pv tlak sytých par Pa
R poloměr bubliny m
r vzdálenost od středu bubliny m
R1 vnitřńı poloměr bubliny s membránou m
R2 vněǰśı poloměr bubliny s membránou m
Rm rychlost přenosu hmoty kg.m
-3.s-1
Rpm pr̊uměr plynového měchýřku m
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Re Reynoldsovo č́ıslo -
T teplota K





20 − R310 m3
W práce plynu uvnitř bubliny J
α objemový zlomek fáze -
δS tloušt’ka membrány m
µ dynamická viskozita Pa.s
ν kinematická viskozita m2.s-1
ω úhlová rychlost s-1
ρ hustota kg.m-3
σ povrchové napět́ı Pa
σ1 povrchové napět́ı na poloměru R1 Pa
σ2 povrchové napět́ı na poloměru R2 Pa
σk kavitačńı č́ıslo -
τ Rayleigh̊uv čas s
Indexy
Ẋ derivace podle času














Molárńı objem plynu: Vm = 22,4 l.mol
-1
Poissonova konstanta (mechanika): ν = 0,33
Poissonova konstanta: κ = cv/cp = 1,4
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4.1 Oblast absolutńı stability pro EE a IE metodu. . . . . . . . . . . . . . . . 28
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5.2 Řešeńı rovnice (5.2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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5.12 Oscilace bublin. f=f0, 5µm = 7,187× 105 Hz . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
5.13 Oscilace bublin. f=f0, 25µm = 1,328× 105 Hz, f=f0, 50µm = 6,568× 104 Hz . 43
5.14 Oscilace bublin. f=f0, 100µm = 3,266× 104 Hz . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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6.9 Práce plynu a disipovaná energie bubliny. R0 = 100 µm, y0 = 26 mm, σk = 0,42 56
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Animace jsou uvedeny v elektronické př́ıloze této práce.
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